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Resume 

Nous presentons toutes les algebres de Lie reelles, resolubles et 
algebriquement rigides de dimension inferieure ou egale a 8. Nous 
soulignerons les differences qui distinguent cette classification de celle 
des algebres complexes resolubles rigides. 

Mots clefs : algebre de Lie, rigide, resoluble. 



1 Definitions et proprietes preliminaires 

Soit un corps commutatif K de caracteristique nulle et L n la variete 
algebrique des K-algebres de Lie de dimension n. On dit qu'une K-aigebre 
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de Lie g est rigide si son orbite dans L n , sous Taction du groupe GL(n, K), 
est ouverte. Selon le critere de rigidite de Nijenhuis et Richardson [T2|, l'an- 
nulation du deuxieme groupe de cohomologie H 2 (g,g) entraine la rigidite. 
La reciproque ne se verifie pas en general et il existe des contre-exemples 
pour K = C, R et n > 11. Par contre toute algebre de Lie rigide sur C de 
dimension n < 8 verifie H 2 (q, g) = 0. 

Soit g un algebre de Lie reelle. Elle est appelee forme reelle d'une algebre 
de Lie complexe g' si g' est isomorphe sur C a l'algebre g ®r C. Dans ce 
cas il existe une base de g' par rapport a laquelle les constantes de structure 
sont reelles. Si {Yi, .., Y n } est une telle base de g', alors [Y i: Yj] = C^X^ avec 
Cfj G R. L'algebre de Lie reelle definie par les memes constantes de structure 
est une forme reelle de g'. 

Definition 1 Soit g une algebre de Lie reelle de dimension n. On appelle 
tore exterieur de derivations toute sous-algebre abelienne dont les elements 
sont semi-simples. 

Ceci signifie que les endomorphismes complexes / <S> Id € End(g c ) com- 
mutent et sont simultanement diagonalisables sur C. On en deduit que tous 
les tores exterieurs maximaux de g ont la meme dimension. Cette dimension 
est le rang de g. 

Dans le cas complexe, le theoreme de Mal'cev [TT] precise que tous les tores 
sont conjuges par un automorphisme interne de l'algebre de Lie. Sur le corps 
reel ceci n'est plus le cas. 

Exemple 1 Soit g = f)i l'algebre de Heisenberg de dimension 3. Elle est 
definie par [X\,X<^ = X 3 . Soit f G -Der(g). Alors la matrice de f sur cette 
base s'ecrit : 

a x b x \ 
a 2 b 2 
a 3 b 3 a 1 + a 2 J 

et f est C-diagonalisable si et seulement si le mineur 

( oi bx \ 
\ a 2 b 2 J 

est diagonalisable. Ainsi le tore complexe est engendre par 

Ai \ / \ 
\ et A 2 , 
OOAi/ \00A 2 / 
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Dans le cas reel on a les tores suivantes : 



ti 





(1) 



et ces deux tores ne sont pas conjuges par rapport a Aut{\)\). Notons que si 
g est reelle de rang non nul le nombre de classes d'automorphisme des tores 
est fini et c'est un invariant de g. On appellera ce nombre I'indice toroidal de 
g. Ici il vaut 2, et plus generalement pour l'algebre de Heisenberg reelle \) p il 
vaut p + 1. 

Notons enfin que si l'algebre de Lie complexe g' admet une forme reelle 
g, alors 

dim R H 2 {q,q) = dim c H 2 {g',g'). 

En effet, si {Xi, ..,X n } est une base de g, les constantes de structure de g' 
sur la base {Yj := Xj <g> 1, 1 < % < n} sont egales a ceux de g. II s'en suit que 
le systeme lineaire defmissant les cocycles (et les cobords) de g et g' ont le 
meme rang. 

Definition 2 Une algebre de Lie reelle g est dite algebriquement rigide si 

dim R H 2 (g,g) = 0. 

On en deduit que g' = g <E> C est algebriquement rigide. 

Consequence 1 Si dimjj < 8, alors g est rigide si et seulement elle est 
algebriquement rigide. 

Le probleme qui se pose alors est de savoir s'il existe des formes reelles $ji 
et 02 non isomorphes d'une algebre de Lie rigide complexe qui soient toutes 
les deux rigides. L'exemple suivant montre que cette situation apparait des 
la dimension 4. 



3 



2 Exemples 

2.1 Dimension 4 

Soit a 2 l'algebre de Lie abelienne reelle de dimension 2. Elle admet deux 
tores non conjuges : 



Ai 


1 
1 




1 

-1 

1 



(2) 
(3) 



Soit 0i l'algebre de Lie resoluble definie par l'extension de a 2 par t x 
ti © a 2 . Les const antes de structure sont donnees par 

[X 1 ,Y 1 ]=Y 1 , [X 1 ,Y 2 ]=0, [X 2 ,Y 1 ]=0, [X 2 ,Y 2 ]=Y 2 . 



0i 



(4) 



Elle est isomorphe a l'algebre x 2 |lUj . 

Soit g 2 l'extension de a 2 par t 2 , Q 2 = t 2 © a 2 . Dans ce cas, les constantes de 
structure sont donnees par 

[X 1 ,Y 1 ]=Y 1 , [X l ,Y 2 } = Y 2 , [X 2 ,Y 1 } = Y 2 , [X 2 ,Y 2 \ = -Y 1 . (5) 

Les deux algebres sont algebriquement rigides et non isomorphes. Elles ad- 
mettent comme algebre complexifiee v 2 . 



2.2 Dimension 5 

Soit A/5 3 l'algebre de Lie nilpotente reelle de dimension 5 definie par : 
[y ls Y 2 ] = Y 3 , [Y 1: Y 3 ] = F 4 , [Y 2 , Y 3 ] = Y 5 . 
Par rapport a cette base, les derivations exterieures s'ecrivent comme 

( fl fl \ 












(6) 





ft + ft 
fl 2/i + /| fl 
\ft fl fl f\ + 2fl J 

Le tore de ® C est de dimension 2 et l'indice toroidal de Af 5>3 est egal a 
2. En effet, elle admet les deux tores suivantes qui ne sont pas conjuges : 
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1. le tore ti est engendre par deux derivations diagonales 
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tl = 1 
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Le tore t 2 est engendre par 
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t 2 = R< 
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0/ 





(7) 



(8) 



Comme les matrices 



fl 
ft 



fl 
fl 



et 



fl 



fl 



fl 

fl + VI 



ont le meme 



polynome caracteristique, elles admettent les memes valeurs propres. On en 
deduit que ti et i 2 sont les seuls tores a conjugaison pres. Considerons les 
deux algebres reelles de dimension 7 

Si = ti ® A/" 5 , 3 , 

02 = t 2 ® Af 5 ,3. 

Elles sont algebriquement rigides et non isomorphes dans M. Les constantes 
de structure de g 2 sont donnees par : 

[Xi,X 2 ] = X 3 , [Xi, X 3 ] = X 4 , [X 2 ,X 3 ] = X 5 , [Y,Xi] = —X 2 , 
[Y,X 2 ]=X 1 , [Y,X 4 ] = -X 5 , [Y,X 5 ]=X A , [Z,X l ]=X l , 
[Z,X 2 ]=X 2 , [Z,X 3 ] = 2X 3 , [Z,X 4 ] = 3X±, [Z,X 5 ] = 3X 5 . 



(9) 



Ces deux exemples nous montrent le resultat suivant : 

Theoreme 1 Soit n une algebre de Lie nilpotente de rang non nul k et 
d'indice toroidal p. Alors, si ti,..,tp sont les tores non conjuges par rap- 
port au groupe Aut(n) les algebres de Lie Qi := U © n sont non isomor- 



phes. Si g 



est algebriquement rigide, les algebres reelles Qi sont 



algebriquement rigides et non isomorphes. Ce sont les seules, a isomorphisme 
pres, ayant g c comme algebre complexifiee. 
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Consequence 2 Le theoreme de decomposabilite de Carles |^ n'est plus 
valable pour les algebres de Lie rigides reelles. Rappelons que cet resultat dit 
que toute algebre de Lie rigide est la somme semi-directe du nilradical 1 et un 
tore exterieur formee par des elements diagonalisables. 

3 La classification reelle jusqu'a dimension 8 

Les exemples ci-dessus montrent que les classifications reelle et complexe 
different. Nous pouvons pour chacune des algebres nilpotentes reelles de di- 
mension 5 reprendre la preuve precedente. Dans ce paragraphe nous pro- 
posons la classification des algebres de Lie reelles resolubles rigides de di- 
mension n < 8 en se basant d'une part sur la classification complexe [TP] , 
et d'autre part sur la classification des algebres de Lie reelles nilpotentes de 
dimension m < 6 EI] . 

Lemme 1 Soit q une algebre de Lie resoluble reelle algebriquement rigide de 
dimension 8 dont le tore contient au moins une derivation non-diagonalisable. 
Alors le nilradical n est de dimension m < 6. 

Demonstration. Supposons que q soit de rang 1, c'est-a-dire, dimn = 7. 
Alors l'espace complementaire de n dans g est de dimension 1, done engendre 
par un vecteur X tel que l'operateur adjoint ad (X) est diagonalisable sur C. 
D'apres pQ, pour toute algebre de Lie resoluble complexe rigide, il existe une 
base du tore exterieur t telle que les valeurs propres des operateurs adjoints 
sont entieres. On en deduit l'existence d'un vecteur Y, tel que X = XY 
oil A e C et la forme canonique est diag(n 1; . . . , n 7 , 0), ou ni, . . . ,n 7 G Z. 
De plus, les valeurs propres sont non nulles d'apres [TDJ- L'operateur ad(X) 
n'etant diagonalisable que sur le corps complexe implique que l'existence 
d'une suite de nombres entiers {ni,..,n 7 } et la partie reelle de A est nulle. 
Alors ad (X) = diag(Ani, . . . , \n?, 0) sur C. Des proprietes des polynomes 
a coefficients reels d'ordre impair on deduit que Anj et Anj sont des valeurs 
propres de ad (X), d'oii ad(X) = diag(Arii, An 1; An 2 , An 2 , An 3 , An 3 , An 4 , A714). 
Ceci implique qu'il existe au moins un An^ = 0, d'oii la contradiction. ■ 

D'apres le lemme le probleme est alors reduit a determiner les formes 
reelles des algebres de Lie rigides complexes. 

-'^C'est-a-dire, le ideal nilpotent maximal 
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Proposition 1 Toute algebre de Lie rigide reelle de dimension n < 8 possedant 
au moins une derivation non diagonale est isomorphe a une des algebres suiv- 
antes : 

- Dimension 4 ■ 

04 : [Xi,X 3 ] = X 2 , [X 3 ,X 2 ] = Xi, [X 4 , Xi] = Xi, [X4, X 2 ] = X 2 . 

- Dimension 5 : 

05 : [^1,-^2] = X 3 , [X 4 ,Xi] = Xi, [X 4 ,X 2 ] = X 2 , [X 4 ,X 3 ] = 2X3, 

[Xs,Xi] = — X 2 , [Xs,X 2 ] = X\. 

- Dimension 6 : 

06 : [-^1)^3] = X 2 , [X 3 ,X 2 ] = Xi, [X 4 , Xi] = X±, [X 4 , x 2 \ = x 2 , 

[X 5 , X 6 ] = x 5 . 

- Dimension 7 : 

0? : [Xi,X 2 ] = X 3 , [^1,-^3] — X4, [X 2 ,X 3 ] = X 4 , [X 6 ,Xx] = — X 2 , 

[X 6 ,X 2 ] = Xi, [X 6 ,X 4 ] = — X 5 , [X 6 ,X 5 ] = X4, [X?,Xi] = x 1 , 

[X 7 ,X 2 ] = X 2 , [X 7 ,X 3 ] = 2X 3 , [X 7 ,X 4 ] = 3X4, [X 7 ,X 5 ] = 3X5. 



07° : [-^5,Xl] — Xi, [X 5 ,X 2 ] — X 2 , [X 5 ,X 3 ] — 2X3, [X 6 ,Xi] — — x 2 , 
[X 6 ,X 2 ] = Xi, [X 7 ,X 4 ] = x 4 , 

- Dimension 8 : 

08 4 : [-^1)^3] — X 2 , [X 3 ,X 2 ] = X 1 , [X 4 ,Xx] = Xi, [X 4 ,X 2 ] = x 2 , 

[X 5 ,X 7 ] = X 6 , [X 7 ,X 6 ] = X 5 , [X 8 ,X 5 ] = X 5 , [X 8 ,X 6 ] = x 6 . 

08 5 : [^1)^3] — X 2 , [X 3 ,X 2 ] = Xi, [X 4 ,Xi] = Xi, [X 4 ,X 2 ] = x 2 , 

[X 5 , X 6 ] = X 6 , [X 7 , X s ] = x 8 . 

f : [X u X 2 ] = X 4 , [X U X 3 ] = X 5 , [X e , X % ] =Xi (i = 1, 4, 5) , 
[X 7 ,X 2 ] = — X 3 , [X 7 ,X 3 ] = X 2 , [X 7 ,X 4 ] = — X 5 , [X 7 ,X 5 ] = X4, 
[X 8 ,Xi]=Xi (2 = 2,3,4,5). 

gf: [X 1 ,X 2 ]=X 5 , [X 3 ,X 4 ]=X 5 , [X 6 ,Xi]=Xi (i = l,2), 

[X 6 ,X 5 ] = 2X5, [X 7 ,Xi] = — X 2 , [X 7 ,X 2 ] = Xi, [X 8 ,X 3 ] = — x 4 , 
[X 8 , X 4 ] = x 3 . 
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[X X ,X 2 ] 


= x 5 , 


[x 3 ,x 4 ] 


= x 5 , 


[Xq, Xi] - 


= Xi 


(i = l,2) 




[X e , X 5 ] 


= 2X 5 , 


[X 7 ,Xx] 


= x u 


[x 7 ,x 2 ] = 


-x 2 , 


[X 8 ,X 3 ] = - 




[X 8 , X 4 ] 


= X 3 . 












sf : 


[Xx,Xi\ 


— Xi + \, 


(2 < i 


<4), 


[X 3 ,X 2 ] 


— Xq, 


[Xq,X 2 ] = 




[x 7 ,x 1 


\=x u 


[x 7 , x 2 


\=x 2 , 


[X 7 ,X 3 ] 


= 2X3, 


[X 7 ,X 4 ] = 




[x 7 ,x 5 ] 


= 4X 5 , 


[X 7 ,X 6 ] 




[X 8 ,Xi] 


= x 2 , 


[X S ,X 2 ] = 




[Xg, X 4 ] 


= —X$, 


[Xg, Xq 


\=x 4 . 








Sf : 




— X i+ 2, 


(2 < i 


<4), 


[X 2 ,X 3 ] 


— Xq, 


[X 4 ,X 2 ] = 




[x 7 ,Xx] 


= x u 


[x 7 , x 2 


] =x 2 , 


[x 7 ,x 3 ] 


= 2X 3 , 


[X 7 ,X 4 ] = 




[x 7 ,x 5 ] 


= 3X 5 , 


[X 7 ,X 6 ] 


= 3X e , 


[Xs^x] 


= x 2 , 


[x 8 ,x 2 ] = 




[X 8 ,X 5 ] 


= Xq, 


[Xg, Xq] 


= -x 5 . 









De plus, les algebres sont deux-d-deux non isomorphes. 



Theoreme 2 Soit g une algebre de Lie reelle, resoluble et algebriquement 
rigide de dimension inferieure ou egale a 8. Alors est isomorphe a I 'une 
des algebres decrites par les lois \x\ de la liste Jlffi ( celles ci sont les formes 
reelles obtenues par restriction des scalaires des algebres complexes resolubles 
rigides de dimension inferieure ou egale a 8) ou bien a I'une des algebres du 
lemme precedent. De plus, toutes ces algebres sont deux-a-deux non isomor- 
phes. 

Demonstration. Soit g une algebre verifiant les hypotheses du theoreme. 
Si la dimension du niradical est inferieure ou egale a 6, les algebres possedant 
des derivations non diagonalisables sont donnees par le lemme precedent, et 
ceux ayant un tore forme par des derivations diagonalisables sont classifiees 
dans JU]- Si la dimension du niradical est egale a 7, alors necessairement 
dim q = 8 et le tore est engendre par une seule derivation /. D'apres le lemme 
ci-dessus, / est diagonale et done $j est obtenue par restriction des scalaires 
des algebres complexes de la liste [TU] qui ont un nilradical de dimension 7. 
■ 

De la theorie generale de la rigidite sur le corps complexe on deduit que 
toute algebre de Lie resoluble rigide est determinee de fagon biunivoque par 
son nilradical, et par consequent par le systeme de racines |T]. Par contre, dans 
le cas reel le nilradical ne determine pas la structure du tore. La table suivante 
donne les algebres de Lie reelles rigides non isomorphes de dimension n < 8 
qui s'appuient sur un nilradical donne. On appelera forme normale a l'algebre 
de Lie reelle obtenue par restriction des scalaires de l'algebre complexe de la 
classification dans [TU] . 
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Tab. 1 - Algebres de Lie reeles rigides ayant le meme nilradical. 



Dimension 


Nilradical 


Formes reelles 


4 


abelien 


04 (forme normale) 

„2 
04 


5 


A/" 3 = f)! 


05 (forme normale) 

-2 
05 


6 


abelien 


0g (forme normale) 

-4 
06 


7 


A/" 3 ©K 


07 (forme normale) 
0^° 




A/" 5 ,3 


07 (forme normale) 

0? 




abelien 


0| 3 ~ 02 © 02 © 02 © 02 (forme normale) 

0f 

0f 




A/5,5 


8 !1 (forme normale) 
0f 


8 


A4, 6 = h 


0g 2 (forme normale) 

0| 7 
0f 






0g 2 (forme normale) 
0l 9 




A/" 6 ,14 


0g 9 (forme normale) 
0l° 
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La raison de l'existence des algebres rigides reelles s'appuyant sur le meme 
nilradical est une consequence de l'invalidite du theoreme de decomposabilite, 
et plus precisement, de l'existence de derivations exterieures non diagonal- 
isables. Par consequence, le nombre des algebres de Lie reelles rigides ayant 
le meme nilradical est donne precisement par l'indice toroidal defini dans la 
premiere section. 

Exemple 2 L 7 algebre de Heisenberg f) n est definie par les crochets 

[X 2 i-i, X 2i ] = X 2n +i i = 1, • • • , n 

Sur le corps complexe, il n'existe qu'une algebre 03„+2 rigide ayant t) n pour 
nilradical, donnee par le tore de dimension n+1 engendre par {Y±, .., .* 

[Y h X 2i _x] = Xm-i, [Y, X 2l ] = -X 2i , l<i<n 
\Y n +i,X.j\ = X,i, \Y n+ i,X 2n+ i\ = 2X 2n+ i, 1 < i < 2n. 

Les formes reelles de Q3„.+2, que nous denotons par 03 n +2,fc (ou < k < n) 
sont donnees par : 



[X 2 i-!, X 2i ] = X 2n+1 , 1 < i < n 

\Xi, X 2 i-i] = X 2i , [Yi,X 2i ] = —X 2i _i, 1 < i < k 

[Y, X 2i ^] = X 2i _ x , [Yi, X 2l ] = -X 2l , k + 1 < % < n + 1 

[^n+i?X] = Xi, \Y n+ \,X 2n+ i\ = 2X 2n+ i 1 < i < 2n. 

En particulier, la forme reelle g3„+2,fc possede k derivations non diago- 
nalisables. (7a montre que l'indice toroidal est egale ap+1. Cette etude nous 
conduit a emettre la conjecture suivante : 

Conjecture 1 Toute algebre de Lie reelle resoluble rigide possede au moins 
une derivation diagonale. 



Remarques finales 

Dans [3 |3] on montre que les systemes des poids des algebres de Lie 
nilpotentes peuvent etre decrits par des criteres combinatoires. En parti- 
culier, on montre que toute algebre de Lie rigide complexe dont l'indice de 
resolubilite est deux est decomposable. L'exemple en dimension 4 vu dans 
2.1 montre que cette propriete ne s'etend pas au cas reel. Ceci signifie que la 
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notion de graphe des poids doit etre modifiee pour couvrir la classification 
des rigides reelles. Une autre propriete caracteristique du cas complexe con- 
cerne la resolubilite complete des algebres rigides. Rappelons qu'une algebre 
de Lie est dite completement resoluble jHj s'il existe une suite decroissante 
d'ideaux 

= I D h ^ • • • 4-1 ^ In = 

telle que diniK Ik/Ik+i — 1 pour tout k = 0,..,n — 1. Sur le corps C, la 
resolubilite et la resolubilite complete sont equivalentes. Par contre, sur M, 
on peut seulement dire que la resolubilite complete implique la resolubilite, la 
reciproque etant fausse en general. D'ailleurs, si g une algebre de Lie resoluble 
rigide complexe alors seulement la forme reelle obtenue par restriction des 
scalaires (le tenseur de structure etant rationnel) est completement resoluble. 
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